N MINISTERUL EDUCATIEI

CENTRUL NATIONAL DE POLITICI SI EVALUARE IN EDUCATIE

VI. Orszagos Magyar Matematikaolimpia
XXXIII. EMMV

megyei szakasz, 2024. februar 3.
XI. osztaly
1. feladat (10 pont). Az (a,)n>1, illetve (by,)n>0 sorozatot az

n
k )
apn = Z |:Z:| ) Vn € N*7 es a bn = a?ln—l—l + a?ln—s—Q + a421n+3 + (lin+4, Vn € N
k=1

osszefliggésekkel értelmezziik, ahol [x] az = valos szam egész részét jeloli.
4
n 1

I Id, h lim — = —.
a) Igazold, hogy Jim b 16

i~ 1
b) Szamitsd ki a lim n? (Qb" +1In (1 + b_> - 1> hatarértéket!

n—o0 n

Cziprok Andrds, Szatmdrnémeti

Megoldds. Hivatalbol (1 pont)
antl
a) Qyny1 = ];1 [ﬂ

Mivel barmely k € N szam 4p, 4p+1, dp+2 vagy 4p+3 alaki és [2] = [2F] = [222] = [228] = p,
felirhatjuk, hogy

n—1
4 4 1 —1
a4n+1=42p+[ n] —i—[ nt ]:4-u+n+n:2n2—2n+2n:2n2
p=0

4 4 2
(1 pont)
Hasonl6an:
An+2 4k+1
k k dn +2
B [ ]
k=1 k=1
= Qg1 +n=2n"+n (1 pont)
4n+3 4n+-2
k k 4n + 3
o B[ [
k=1 k=1
= Qgnio +n =20 +n+n=2n%+2n (1 pont)
és
4n+4 4n+3
k k dn +4
=3 (i) = 3 (1))
k=1 k=1
=z +n+1=2n"+3n+1 (1 pont)
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Kiszamithatjuk tehét, hogy

by = (202 + (2n% +n)? + (20 + 2n)* + (20 + 3n + 1)* =

= 16n"* + 24n® + 18n® + 6n + 1 (1 pont)
s Lm ™ — i nt g
es A g = N s T8 rent1 16 (1 pont)

b) Mivel lim ;- = lim
n—oo " n—oo

1 _
oA 20 82 o1 — U (1 pont)

belatjuk, hogy a keresett hatarérték oo - 0 alaka.

A keresett hatarérték felirhaté mint:

b 1
lim {zbll _'_1 (lirbn)l .nt (1 pont)
n—oo bn bn n
=(n2+1). & =kt (1 pont)

2. feladat (10 pont). Az A € M»(Q) matrix esetén det(A%—21,) = 0. Bizonyitsd be, hogy A% = 21,
és det A = —2.
Matlap 1/2024, L:3682

Elsd megoldds. Hivatalbol (1 pont)
_fa b s [ a*+bc bla+d)
Legyen A = (C d) € My(Q). Ekkor A® = (c(a +d) d*+be (1 pont)
2
a2 or _ [a®+bc—2  bla+d)
és A — 21, = ( clatd) drbe—2) (1 pont)

Mivel det(A? — 21y) = 0, kovetkezik, hogy: (a* + bc — 2)(d? + be — 2) — be(a +d)* = 0

a’d? + abe — 2a% + d*be + b*c? — 2bc — 2d% — 2bc + 4 — a*be — 2abed — bed? = 0

Csoportositva a tagokat:

(a*d* — 2abed + V?c?) — 2(a® + d?) —dbc +4 =0 (1 pont)
(ad — be)? — 2(a® + d* + 2ad) + 4ad — 4bc+ 4 = 0

(ad —bc)® +4(ad — be) +4 —2(a+d)* =0

[(ad —bc) +2]> —2(a+d)* =0 (3 pont)
Mivel ad — bc+ 2 € Q és a + d € Q, kovetkezik, hogy ad —bc+2=0¢ésa+d =0 (1 pont)
Tehat det A = ad — bc = —2. (1 pont)
Kiszdmitjuk az A? elemeit: a®> +bc = a> +ad+2 =ala+d)+2=2¢bc+d* =d* +ad+2 =
=d(a+d)+2=2. Innen A? = <(2) g) = 20,. (1 pont)

|
Masodik megoldds. Hivatalbol (1 pont)

Felirhatjuk, hogy A? —2I, = (A —/2L,)(A++/21,), és mivel det(A? — 21,) = 0, kovetkezik, hogy
vagy det(A — v/21,) = 0, vagy det(A 4 v/21,) = 0. (2 pont)
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Legyen A = (CCL Z) € My(Q).

det(A — v20L) = (a — V2)(d — V/2) — be = (ad — be + 2) — V/2(a + d) (2 pont)
Mivel ad — bc+ 2 € Q és a + d € Q, kovetkezik, hogy ad —bc+2=0¢ésa+d =0 (2 pont)
Hasonloan, ha det(A 4+ v/215) = 0, kévetkezik, hogy (ad — bc+2) ++v/2(a+d) = 0 és ad —bc+2 =0
ésa+d=0. (1 pont)
Az 1. megoldashoz hasonloan kévetkezik, hogy det A = —2 (1 pont)
és A? =21, (1 pont)

Megjegyzés. Miutan kimutattuk, hogy det A = —2 és a+d = Tr (A) = 0, alkalmazhatjuk Hamilton—
~Cayley tételét: A2 —Tr(A)- A+ det(A) - I = Oy = A? =215,

|
3. feladat (10 pont). Az (a,),>1 sorozat altalanos tagja a, = > k- k!, Vn € N*.
k=1

a) Igazold, hogy a sorozat tagjai kozt egyetlen négyzetszam van!
b) Hatarozd meg az aspay utolsé 505 szamjegyének Osszegét!

(Szildgyi Judit, Kolozsvdr)

Megoldds. Hivatalbol (1 pont)

a) a; =1-1! =1, ami négyzetszam.

ay =1-1142-2! =5, ami nem négyzetszam. (1 pont)
Barmely £ > 3-ra k -kl = k-1-2-3-...k oszthaté 3-mal, kiovetkezik, hogy barmely n > 3-ra
a, =5+ 3N = 3M + 2 alaku. (2 pont)
Viszont a négyzetszamok 3-mal vald osztasi maradéka csak 0 vagy 1 lehet, igy a,, nem négyzetszam.
(1 pont)

Tehat a sorozat tagjai kozt csak egy négyzetszam talalhato.

b) a,=>k-kK'=>(k+1-1)-Kl=>[(k+ 1) =k]=n+1!-1
k=1 k=1 k=1

Tehéat 92024 = (2025)' — 1. (1 pOIlt)

Megszamoljuk, hogy hany nulldban végzd&dik a 2025! szam. Mivel 2025 = 1-2-3-4-...-2025, ez attol
fiige, hogy a primtényezékre bontott alakjaban hany 2 - 5-6s part tudunk létrehozni.
Mivel 2-es tényez6bdl tobb van, a parok szama az 5-0s tényezdk szaméaval fog megegyezni:

[@} . {2025] . {2025] . {2025] (5° > 2025).

5 52 53 54
(1 pont)
ami 405 + 81 + 16 + 3 = 505. (2 pont)
Tehat az asgpes szadm egyenlsé egy 505 nullaban végz6ds szam és 1 kiilonbségével, ami 505 darab
9-esben fog végzddni. Igy az aspes utolsd 505 szamjegyének Gsszege 505 - 9 = 4545. (1 pont)
|

4. feladat (10 pont). Az (a,)nen+ sorozatot a kovetkezsképpen értelmezziik:
a; =1és apy1(n+ a,) = na,, ¥n > 1.
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a) Igazold, hogy a sorozat konvergens!

1
b) Szamitsd ki az (—) sorozat hatéarértékét!
Un / pen+

1 5n+ 3
c¢) Igazold, hogy Z 7 < n(5n + ), barmely n € N* esetén!
—1 k41 2
k=1
Bencze Mihdly, Brasso
Megoldds. Hivatalbol (1 pont)
nan, . L .,
a) Apy = (1), a rekurencia relacio alapjan.
n—+ ay,
Indukcioval igazolhato, hogy a, > 0, Vn € N*. Valéoban a; =1 > 0 és Vk € N* esetén, ha a;, > 0 =
ka
= App1 = p +k > (. Tehat a, > 0, Vn € N*, vagyis a sorozat alulrél korlatos. (0,75 pont)
ak
ap n , : o ,
Az (1)-es Osszefliggés alapjan o n < 1, mivel n < n + a,. Mivel (a,)nen+ pozitiv tagi
an n+ ay
sorozat és -2 < 1, a sorozat szigortian csokkend. (0,75 pont)
Qn

Mivel a sorozat szigorian csokkend és alulrol korlatos, kovetkezik, hogy (a,)nen+ konvergens.

(0,5 pont)
. . i 1 n+a, 1 1 ) )
b) Az (1)-es Osszefiiggést atalakitva az = = — + — ekvivalens alakra hozhatjuk.
An+1 nanp an, n
(1 pont)
Tehéat
L _ 141
az  az + 1
1 _ 1,1
a3 as + 2
1 1 4 1
an Ap—1 n—1
és az Osszefiiggéseket Osszeadva azt kapjuk, hogy
S I S SV I
an  a 2 3 ' -1 2 3 n—1
(2 pont)
Mivel lim (2+3 43 +...+ 1) =400 = lim - = fo0. (1 pont)
n— 00 n—oo "

) A= @b

Aet1

Felirjuk a szamtani és négyzetes kozepek kozti egyenlGtlenséget:

2+3+3+...+x% <\/22+2%+...+k%

ahonnan (2+%+%+.”+%)2
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Tehat —— <k (2°+ H+ 5 +...+72). (1 pont)
aiiq 2 3 k

Ugyanakkor

1_1_1+ +1<1+1+ N 1 _1 1+1 1+ +1 1_11

22 42 77 kg2 1.2 2.3 77 (k—-Dk 2 2 3 7 k-1 k =k
(1 pont)

7 1 1,1 1 1

Igyai“Sk}(22+2—2+3—2+...-‘rk—2)<]€(4+1—E):5]g_1 (0,5 pont)

és Yy =— <> (bk—1) = FRL = SnPidn _ n(nsd) (0,5 pont)

k=1 k+1 k=1
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