g MINISTERUL EDUCATIEI

VI. Orszagos Magyar Matematikaolimpia

XXXIII. EMMV
megyei szakasz, 2024. februar 3.

XII. osztaly
1. feladat (10 pont). Hatarozd meg az f: (0,00) — R derivalhato fiiggvényt, ha

f)=e & f(z)=f(z)+ @ +e”  barmely x > 0 esetén!
(MatLap)
Megoldds. Hivatalbol (1 pont)
a) A megadott feltételt rendre a kovetkezs formaba irhatjuk:
of (@) _afl@) o) aeer
x x x x
x x x
(2 pont)
f(x)

Tekintsiik a g: (0,00) — R, g(x) = —= fiiggvényt. A g derivalhato, mert két derivalhato
x

fiiggvény aranya, és

/ wf (z) - f(x)
g (z)= R
(1 pont)
barmely x > 0 esetén. Igy az (1)-es Osszefiiggés a ¢ (z) = g(x) + < alakba frhat6. Beszorozva
x

a kapott Osszefiiggést e~ -nel (e~ # 0,Vx > 0) azt kapjuk, hogy

1 .
g(x)-e"=g(x) e+ - vagyis, hogy

(9(x)-e™®) = (Inz), Yz > 0.

(3 pont)

Innen azt kapjuk, hogy g(z) - e * =Inz + k, ahol k € R.  (2) (1 pont)
1

Mivel f(1) =e = g¢g(1) = Q = ; =e. (1 pont)

A (2)-es Osszefiiggésbe x = 1-et behelyettesitve kovetkezik, hogy ¢g(1)-e™! =1In 1+ k, ahonnan
azt kapjuk, hogy k = 1. Tehét g(z) - e = Inz + 1,Vx > 0 esetén. Innen az kovetkezik, hogy
g(x) = e"(Inz + 1), mibdl azt kapjuk, hogy f(z) = ze*(Inz + 1),Va > 0 esetén. (1 pont)
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VI. OMMO - megyei szakasz - XII. osztaly

2. feladat (10 pont). a) Adott a Gy = {( v 0) ’x € R*} halmaz, ahol a,b € R. Hatéarozd

ar+b 1
meg azokat az a és b szamokat, amelyekre a (G, ) Abel-féle csoport!

x € ]R*}
Turdean Katalin, Zilah

b) Hatarozd meg azokat az f: R* — R fiiggvényeket, amelyekre a Gy = {( f?x) (1))

halmaz csoportot alkot a méatrixok szorzasaval!

Megoldds. Hivatalbol (1 pont)
a) Jeloljik a Gy halmaz elemeit A(x)-szel, ahol A(x) = axx—l— b (1) ,x € R*.

A matrixok szorzasa miivelet a G; halmazon (G, zart részhalmaza az M>(R) halmaznak a méat-
rixok szorzasara nézve), ha

A(z) - A(y) € G1, barmely A(x), A(y) € G1 esetén (1)

Alw) - Aly) = (a:)f—kb (1)> ' <ayy+b (1)) - (aa:y+ (ﬁ b)y +b (1)) € G

Ekkor az (1) <= azy + (a +b)y+b=azy+ b, Vo, y e R* <= a+b=0<= b = —a.

Tehat a G = { (a(xx— 1) (1)) |z € R*} zart részhalmaza az Ms(R) halmaznak a matrixok szor-
zésara nézve és A(z) - A(y) = A(zy) barmely A(x), A(y) € G esetén. (2) (1 pont)

Mivel a matrixok szorzasa asszociativ miivelet az Ms(R) halmazon, ezért annak GG részhalmazan
is az. (3) (1 pont)

Mivel I, = A(1) € G, és I, a matrixok szorzasanak semleges eleme, ezért [ semleges elem a
szorzasra nézve a GG halmazban is. (4) (1 pont)

Ha A(z) € Gy, akkor A(z) - A (1) — A (:p : i) —A(l) =T és A G) . A(z) = I, tehat A(z)

T

1 1
invertalhato Ms(R)-ben, és [A(z)] ™" = A <—> . Mivel A <—> € G barmely x € R* esetén, ezért a
T T

(G1 minden eleme invertalhato Gi-ben is. (5) (1 pont)

Mivel A(z) - A(y) = A(zy) = A(yx) = A(y) - A(z), barmely A(x), A(y) € G esetén, ezért a
G1-beli matrixok szorzasa kommutativ mivelet.  (6)

A (3),(4),(5), (6) alapjan (Gy,-) Abel-féle csoport. (1 pont)

b) Jeloljiik a G2 halmaz elemeit B(x)-szel, ahol B(z) = <f(xx) (1]) ,x € R*.

G5 akkor stabil részhalmaza az Ms(R) halmaznak a matrixok szorzésara nézve, ha

B(z)- B(y) € Go, barmely B(x), B(y) € G esetén (7)
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VI. OMMO - megyei szakasz - XII. osztaly

B(x) - B(y) = (f(xx) (1]) ' (fé/y) (1)) B (yf(x)x‘zi fy) (1)) '

(7) <= yf(x) + fly) = f(zy), Yo,y €eR".  (8)

Felcserélve az x és y szerepét a (8)-ban azt kapjuk, hogy

zf(y) + f(x) = f(yx),Vo,y e R*  (9)

Ekkor

(2 pont)
Ekkor a (8) és (9) = yf(x) + f(y) = 2f(y) + f(z),Vz,y € R*
= (z-1f(y) =y —1)f(x),Ve,y e R".
Ha y = 2, azt kapjuk, hogy f(z) = a(z — 1), ahol a = f(2). (1 pont)
Az f: R* - R, f(x) = a(z—1) figgvény teljesiti a (8)-as feltételt, tehat a Gy = {(a(:vx— 1) (1)) |z € R*}
halmaz egyenld a feladat a) alpontjanal meghatarozott halmazzal, és mivel (G, -) Abel- féle csoport,
kovetkezik, hogy (G, -) is Abel- féle csoport. (1 pont)

Megjegyzés. Az (R*,-) és a (Gy,-) csoportok izomorfak. Az izomorfizmust a ¢ : R* — Ga, ¢(x) =
A(x) fiiggvény biztositja.

1517

3. feladat (10 pont). Hatérozd meg az f: R — R, f(x) = T fiiggvény primitivjeit!
x

Turdean Katalin, Zilah
Megoldds. Hivatalbol (1 pont)

1. megoldds:

A t = 2°% valtozocserét alkalmazva azt kapjuk, hogy

21517 1 1012 1 t?
—  dr=— [ 5062 dr = — [ ——dt
/332024 17 506 / (2596)4 4 1 T 506 )
(2 pont)
1 / ¢ a— L / ¢ gt
S 506 (22+1)2—-2t2 506 (12— 2+ 182+ V2t +1)
(1 pont)
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VI. OMMO - megyei szakasz - XII. osztaly

12 t+b t
A = at + + d+d alakl’l felbontasban kozos ne-
(12— V2t + 1) (242t +1) 2 —2t 41

2 + /2t +

vezére hozas és az egyiitthatok egyenlévé tétele utan a

a—+c =0
V2a4+b—V2c+d =1
a+V2b4+c—+2d =0

b+d =0
(1 pont)
1 1
egyenletrendszerhez jutunk, amit ha megoldunk, azt kapjuk, hogy a = —\/_, b=0,c= _F
és d = 0. (1 pont)

Tehat

t2

1 t t
/(tz_ﬂt+1)(t2+\/§t+1)dt:2\/§( t2—\/§t+1dt_/t2+\/§t+1dt>
1 ( 2t—\/_+\/_ 2%+ 2 — f )

NG \/_t+1 2 4 /2t + 1
| v ! )
_4\/§ / —\/_t dt+\/—/ . \/§>2+<\/§>2dt
2 2

1 (P +v2t+1) B
42 / T T f/( ) <\/§>2dt -
+

b+ 5}
(1 pont)
1 b= Q
:m In(¢? \/_t—i—l)—l—\/_ V2 arctg Q —
2
(1 pont)
V2
L e V2t +1) — V2 - V2arct ) +C =
VG In(t* + g Q =
2
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VI. OMMO - megyei szakasz - XII. osztaly

(1 pont)
1 2 — /2t 41
= In + 2 - arctg(vV2t — 1) + 2 - arct (\/515—1—1) +C
42 ( 2 +V2+1 B ) &
Végezetiil azt kapjuk, hogy
21517
/x2024 1 dz =
1 1012 _ /5,506 | | 1
= In = V2 4 + arctg(vV22°%° — 1) + arctg(v22°%° +1) + C.
20242 21012 4 /27506 11 1012v/2 1012v/2
(1 pont)
1. megoldas:
Kiilén meghatarozzuk az f primitivjeit a (—oo,0) és (0, 00) intervallumokon.
Ha x € (—00,0) vagy z € (0, 00), akkor
L1517 1 2 -
(2 pont)
t* 1
Tekintsiik az [ = | T dtésaJ=[ T dt integralokat. (1 pont)
1 1.,
t2 1 1 + = (t - —>
I+J:/;dt:/ tzdt:/—tdt,
41 2yl (=120
12 t
ami egyenld
1
1 t—3
— arctg —— + C'
V2R
(1 pont)
Ugyanakkor
1 /
I—J—/t4 1dt—/ tidt:/ dt,
2+ 2 (t+-)2—2
ami egyenld
1 t+1—2
In £ v2 +C.
2V2  |t+1+V2
(1 pont)
Osszeadva és elosztva 2-vel kovetkezik, hogy
t ! L _ /"9
1 -7 1 |e+iove
I = ——=arct + In £ +C.
22 PV TR |t iR
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VI. OMMO - megyei szakasz - XII. osztaly

(1 pont)
Tehat az f primitiv fiiggvényei a kovetkezd alakuak:
(
1 ZE1012 -1 1 l’1012 o \/51,506 +1
arct + In +k <0
1012v2 0 V2% 2024y/2 | gl 4 a6 41
F(z) =< ko T =
1 21012 _ q 1 21012 _ \/5113’506 +1
arct + In +ks x>0
[ 1012v2 " F V26 T 2024v/2 T 102 ¢ 2506 41
(1 pont)

Az F csak akkor lehet primitivje az f-nek, ha folytonos és derivalhaté az R-en. Felirva, hogy
Fy(0) = F;(0) = F(0) , kovetkezik, hogy

! (=3) + ki =k = ! (-5) +*
1012v2 \ 2 TP T 012v2 2 5

(1 pont)
Tehat
1 1012 _ 1 1 1012 _ 2 506 1
arctgw + In 2 V20 4 +k x#0
F(z) = { 1012v2 V22500 202442 21012 4 /22506 4 ]
k — =0
2024v/2
Belathato, hogy F derivalhato, és F'(z) = f(z), Yz € R. (1 pont)
|

4. feladat (10 pont). Igazold, hogy a 2024-nek van olyan tobbszorose, amelyben a 0,1,2; ..., 9 szam-
jegyek mindegyike szerepel!
(David Géza, Székelyudvarhely)

Megoldds. Hivatalbol (1 pont)

1. megoldas:

Tekintsiik az a1 = 1,a9 = 11, a3 = 111, a4 = 1111, ... szamok sorozatat. Ezek kozt biztosan van

két olyan ay és a;, k < [ , amelyeknek a 2024-gyel val6 osztési maradéka megegyezik. Az a; — ay

oszthato 2024-gyel, és a; — ap = 111...1 000...0 alaka. Tehat van a 2024-nek olyan t6bbszordse,
I—k k

amely csak 0-s és 1-es szamjegyekbdl all. (4 pont)

Tekintsiik a 2024-nek azt az x tobbszorosét, amelyet az el6z6 eljarassal megkaptunk, amely
csak 0-s és 1-es szamjegyekbdl all. Tegytik fel, hogy ebben a tobbszoérosben n darab 1-es és k
darab 0-s szerepel. Ekkor

_ 10" — 1) - 10*
lell...l-lOk:( ) .
H,_/ 9
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Most tekintsiik a kovetkezd szamokat:
ar=x,a0=2-10"-2,a3 =3-10"" -z, ...,a9 =9 - 105" - x

(3 pont)

Ezek a szamok mind oszthatéak 2024-gyel, és az 0sszegiik
999...9888...8777...76...3222...2111...1000...0

alakl, ami szintén oszthato 2024-gyel.

Tehat a 2024-nek van olyan tobbszordse, amelyben a 0,1, 2, ..., 9 szamjegyek mindegyike szere-
pel. (2 pont)

1. megoldas:

Az 1-2024 = 2024,2 - 2024 = 4048, 3 - 2024 = 6072, 4 - 2024 = 8096, 5 - 2024 = 10120 szorzatok
eredményei kozott minden szamjegy szerepel, kivéve a 3 és 5 szdmjegyeket.

Azonban az 5 - 2024 = 10120 szorzatbdl kiindulva a 3 -5 -2024 = 3 - 10120 illetve 5 -5 - 2024 =
5 - 10120 szorzatokban mar szerepel a 3 és 5 szamjegy. (1) (2 pont)

Ha A = @yaszaz...a, és B = bibybs...b,,, akkor

10m A + B = a1a2...anb1b2...bm (2)

(3 pont)
Az (1) és (2) alapjan
(10M - 1410% -2+ 10" - 34+ 10" - 4 + 10" - 5+ 10% - 15 + 25) - 2024
megfelels, ahol
ke =a 25-2024 szdmjegyeinek a szaméval, azaz 5-tel,
ks =5+ kg
ky =4+ ks
kg =4+ k4
kg == 4 -+ kg
k‘l - 4 + kQ.
(4 pont)
|

/7



