g MINISTERUL EDUCATIEI

VI. Orszagos Magyar Matematikaolimpia

XXXIII. EMMV
megyei szakasz, 2024. februar 3.

X. osztaly

1. feladat (10 pont). (a) Bizonyitsd a kiovetkezs egyenlStlenséget

lg2 +1g20 +1g200 . 2+ 200
3 sle——!

(b) Ha (b,),>1 olyan mértani haladvany, amelyre b, > 1 minden n € N* esetén, akkor bizonyitsd,
hogy

<lg :
n 2
minden n € N* esetén!

Milyen esetben all fenn az egyenl&ség?

Megoldds. Hivatalbol (1 pont)

(a) Ha kiszamitjuk az egyenldtlenség mindkét oldalat, akkor a kévetkezs eredményekhez jutunk:

lg2+1g20+1g200 lg2+1g2+1g10+1g2+1g100 3-1g2+3

=1g2+1 <2, (1 pont)

3 3
2 + 200
illetve 1g + =1g 101 > 1g 100 = 2. (1 pont)
lg 2 + 1g 20 + 1g 200 2 + 200
Tehat a megadott egyenlStlenség g=te 3 +e <2<lg + igaz.

(b) Mivel a (b,),>1 mértani haladvény, ezért a tagjai felirhatéak, mint by = by - ¢, b3 = by - ¢,
b4:b1'q3, ey bn:bl.qn—l' (1 pOIlt)

Igy az egyenlstlenségiink bal oldala a kovetkezéképpen alakithatod

n n
lo(by by -q-by-a2---by-qg* L
— g( 1 1 q 1 q 1 q ) (1 pOIlt)
n
(n=1)n n—1 n
@(W-Q2l> @(m-QQ)
B n B n
n-lg <b1~an_1) o
= =lg (bl . qT). (1 pont)
n
. . . . 2 4 n—1 bl + bn
Vagyis a bizonyitando egyenl&tlenség lg <b1 q 2 ) <lg 5 Vn > 1.

1/6



VI. OMMO - megyei szakasz - X. osztaly

ne bi(1+ g™t
<:>1g<bl.qu>§1g 1 —;q ) (1 pont)
n— bi(1 n-l
T +2q )
— 2.¢"T <14 ¢!
= 0<q"'-2.¢"7 +1
< 0< (g2 —1)?
Ez pedig nyilvanvaléan igaz minden n > 1 természetes szam esetén. (2 pont)
Az egyenléség ¢ = 1 esetben érhetd el. (1 pont)
[ |
2. feladat (10 pont). Az (S,),>1 valos szamsorozat altalanos tagja
2 2 2
S, = V2 + V2 ot V2 ¥ > 1.
Va+2v3 V84 2V15 Vin+2/@n—1D)@n+ 1)
(a) Igazold, hogy S, < +/2n + 1, minden n > 1 esetén!
(b) Hatarozd meg azokat az n € N* értékeket, amelyekre v/2 - S, racionalis szam lesz!
Megoldds. Hivatalbol (1 pont)

(a) Ha kiindulunk az utolsé tag nevezdjében szerepld kifejezésbdl, akkor észrevessziik, hogy

dn+2/(2n—1)2n+1)=2n+1+2n—14+2/2n+1)(2n—1) = (V2n + 1 +v2n — 1),

igy a kifejezés atalakithato a kdvetkezé modon:

\/4+2\/4n2— :\/(\/2n+1+\/2n—1)2: Von+14+vVon—1l=vV2n+1++v2n—1
(2 pont)

Ez alapjan

Y V2 V2
Y T S Sy B SRV

:2( LR S ! )
V3+V1 VB3 Van+1++v2n—1) "
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VI. OMMO - megyei szakasz - X. osztaly

(1 pont)
3—+V1 — V3 2 1—+v2n -1
Ha a torteket gySktelenitjiik, akkor S,, = /2 <\/— 5 Vi + V5 5 V3 +-o 1t V2n+ 5 v2n ;
. V2
tehat S, = 5 (V2n+1-1). (2 pont)
V2 ,
Ekkor, mivel Y <1,ezért S, <+2n+1—-1<+2n+1. (1 pont)

2
(b) Az el6z6 alpont eredménye alapjan v/2 - S, = v/2 - % (V2n+1-1)=+2n+1-1.
Igy S, € Q <= V2n+1-1€Q <= V2n+1 € Q. Ha v/2n + 1 racionalis, akkor b

q
alakban irhato, ahol p, ¢ természetes szamok, relativ primek, illetve g # 0.
p v v
V2ntl==- <= 2n+l== <= 2n=—"5-1€N
q q q
2
Tehét ]7_2 e N < ¢*|p? de mivel p és ¢ relativ primek, ezért q | p, vagyis v/2n + 1 = Pen.
q q

(1 pont)

-1 (k=1)(k+1)

Ekkor v2n+1 €N <= 2n +1 = k2, ahol k € N*, vagyis n = 5 e N,
ahonnan k = 2p + 1 alaku, ahol p € N. (1 pont)
2p - (2 2
Tehat n = %, vagyis minden n = 2p - (p + 1) alaki természetes szam megoldas.
(1 pont)
|

3. feladat (10 pont). Adott az a > 0 valés szam. Igazold, hogy ha z € C és Re(z) > a, akkor

1 2

z a

2
a

Megoldds. Hivatalbol (1 pont)
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VI. OMMO - megyei szakasz - X. osztaly

Induljunk ki a bizonyitand6 egyenlStlenséghdl és végezziik a kovetkezs ekvivalens atalakitasokat:

1 2 2
_ — = < —
z al a
-2 2
= az.az <z (1 pont)
la —2z] 2
|z - al a
la —2z| 2
2l . (1 pont)

= |a—2z| < 2|z|.

Mivel az egyenlStlenség mindkét oldala pozitiv valés szam, igy négyzetre emelhetjiik mindkét

oldalt.

la —2z|* < 42| (1 pont)

(a—22)(a—2-2)<4-2-% (1 pont)
(a—22)(a—2-Z2)<4-2-Z

a®>—2az—2az+4-2-2<4-2-% (1 pont)

a?—2-a(z+%) <0
a? <2-a(z+7%) (1 pont)
a’? <2-a-2-Re(2)
a’> <4-a-Re(z)
a < 4-Re(z) (1 pont)

Az a egy rogzitett, pozitiv érték ezért a < 4a, illetve feltétel alapjan 0 < a < Re(z), tehat a
4a < 4 - Re(z) egyenl6tlenség igaz, amibdl az a < 4a < Re(z) = a < 4 - Re(z) szintén igaz. Tehat
ekvivalens atalakitasokat végezve egy igaz kijelentéshez jutottunk, vagyis a feltételezésiink - a bizo-
nyitando allitas - igaz. (2 pont)

4. feladat (10 pont). Ali a sziiléfalujatol tavol dolgozik. Munkahelye és sziileinek lakhelye kozott
egy 100 km széles sivatag teriil el. Ali meg akarja latogatni a sziileit. Kérdezdskodik, szamolgat, mig
kideriil, hogy a sivatagban naponta 20 km-t tud megtenni, és egyszerre csak haromnapi élelmet és
viztartalékot tud magaval vinni. Az tton 20 kilométerenként ladak vannak, amelyekbe Ali élelem és
viztartalékot tud elhelyezni. Legkevesebb hany nap alatt tud Ali atjutni a sivatagon?

Megoldds. Hivatalbol (1 pont)
Az aldbbi abrén lathaté a 100 km-es 1t, lebontva 20 km-es szakaszokra, mivel Ali egy nap ennyi
tavolsagot tud megtenni. A bejeldlt pontoknal 1évs ladakban tud Ali tartalékolni.

Kiindulé pont Erkezési pont
I. megalld II. megalld

20 km 20 km 20 km 20 km 20 km

Ali 15 nap alatt at tud jutni a sivatagon, a kévetkez6 moddon:

e Elmegy az elsé megalldig, letesz egynapi tartalékot, visszamegy a kiindulasi ponthoz - 2 nap

4/6



VI. OMMO - megyei szakasz - X. osztaly

e Elmegy az els6 megalloig, letesz egynapi tartalékot, visszamegy a kiinduléasi ponthoz - 2 nap

e Elmegy az els6 megélloig - felvesz egynapi tartalékot - elmegy a mésodik megalloig - letesz
egynapi tartalékot - visszamegy az els6 megalloig - felvesz egynapi tartalékot - visszamegy a kiindulasi
ponthoz. - 4 nap

e Elmegy az elsé megalldig, letesz egynapi tartalékot, visszamegy a kiindulasi ponthoz - 2 nap
(4 pont)

Ekkor Ali itnak tud indulni hdromnapi tartalékkal. Az elsé megalloig elfogyaszt egynapi adagot,
de ott felveszi a tartalékot, igy ismét haromnapi élelme és vize van. A mésodik megéllodig elfogyaszt
egynapi adagot, de ott felveszi a tartalékot, igy ismét haromnapi élelme és vize van. Igy innen meg
tudja tenni a maradék utszakaszt az érkezési pontig, az Ut pedig 5 napba telik.

Ali utazasa Osszesen 2+ 2+ 4+ 2+ 5 = 15 nap. (1 pont)

Bizonyitsuk, hogy Ali nem juthat &t a sivatagon kevesebb, mint 15 nap alatt!

Mivel Ali egyszerre csak haromnapi élelmet és viztartalékot tud magaval vinni, ezért csak akkor
tud odaérni az érkezési ponthoz, hogyha a masodik megéllobol haromnapi tartalékkal indul el, ehhez
kell legyen tartalékcsomag a masodik megalléban. (1 pont)

Minden alkalommal, amikor tartalékcsomagot tesz le valahol, visszafele is minden tutszakaszon
elfogyaszt egy-egy napi élelmet és vizet. Ahhoz, hogy a méasodik megélloban létesitsen tartalékot el
kell jutnia odaig - ez 2 nap - illetve vissza is kell jonnie - ez még 2 nap, igy ez az ut 4 nap. Valamint
menet fel kell vennie egy csomagot az elsé megallobol, hogy a masodikban tudjon letenni és vissza is
érjen az els6hoz. Végiil pedig, hogy innen vissza jusson a kiindulasi ponthoz, sziiksége van még egy
csomag tartalékra.

Tehat ehhez kell lennie két tartaléknak az els6 megall6ban is. (1 pont)

Ahhoz, hogy az els6 megélloban létesitsen tartalékot el kell jutnia odaig - ez 1 nap - illetve vissza
is kell jonnie - ez még egy nap - igy egy alkalommal, 2 nap alatt maximum egynapi tartalékot tud
letenni. Ezt meg kell ismételnie kétszer.

Ez alapjan legalabb 8 nap sziikséges ahhoz, hogy a kivetkezd kofiguraciot elérje:

Kiindul6é pont Erkezési pont
0 csomag 1 csomag

20 km 20 km 20 km 20 km 20 km

(1 pont)

Ahhoz, hogy Ali atjusson a sivatagon, valamelyik megalloban kell tartalékoljon még egyet.
Ha a masodikban szeretne, az ismét 6 napba telne, igy 8 + 6 = 14 napnal tartana, tehat atjutni
tobb id6be telne, mint 15 nap.
Ezek szerint az els§ megélloban fog tartalékolni, ami ismét 2 napba telik, igy leghamarabb a
8+2 = 10-edik napon indulhat tatnak, az 4t 5 nap, vagyis az atjutashoz sziikséges legalabb 15 nap.
(1 pont)
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Megjegyzés. Barmilyen maés, helyes gondolatmenet 15 nap megoldassal szintén 10 pontot ér, ha
bizonyitotta, hogy kevesebb nap alatt nem lehetséges atjutni. Bizonyitas nélkiil maximum 5+1 pont
adhato.

6/6



