g MINISTERUL EDUCATIEI

VI. Orszagos Magyar Matematikaolimpia
XXXIII. EMMV
megyei szakasz, 2024. februar 3.

IX. osztaly

1. feladat (10 pont). a) Hatarozd meg, hogy hany (a,b) € Z x Z szampér teljesiti az

a4+ b +2<2a+6b

egyenlGtlenséget!
b) Ha z € (2,3) ¢s y € (3,4) valos szamok, akkor igazold, hogy (22 ;52(:; ) <1
Matlap 1/2024 A:4863
Megoldds. Hivatalbol (1 pont)
a) a>+0*+2<2a+6bs (a—1)"+ (b—3)2<8. (1 pont)
= ((a—1)% (b—3)%) €{(0,0),(0,1),(1,0),(1,1),(0,4), (4,0), (1,4),(4,1),(4,4)} (1 pont)
= ((a—1),(b—3)) € {(0,0),(0,%1), (£1,0), (£1,£1), (0, £2), (£2,0), (£1, £2),
(£2, +1), (£2,£2)} (1 pont)
Tehét Osszesen 1 +2+24+4+242+ 444+ 4 = 25 ilyen szdmpar van. (1 pont)
b) Mivel x > 2, kovetkezik, hogy x — 2 > 0, tehat (22 _x5z<’g ) <le2r-5)y—-3)<x—2
(1 pont)
S2ry—dy—6r+16<r—-2& 20y —Hy—Tr+17<0
<:>xy—§y—zx+£<0<:>(x—§> <y—z)<1 (2 pont)
2 2 2 2 2 4

) 11 7 11
Mivel z € (2,3) és y € (3,4), kovetkezik, hogy x — = € (——, —) ésy— = € (—— —),

2 2°2
tehat > ’ <1
ehéat | x 5 Y 5 1

Mivel ekvivalens atalakitasokat végeztiink, kovetkezik, hogy az eredeti allitas igaz. (2 pont)

Mdsodik megoldds

(22 —5)(y — 3)
T —2

Mivel x > 2, kovetkezik, hogy x — 2 > 0, tehéat <le2r-5)Yy—-3)<x—2
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(1 pont)

& (20 -5)2y—6)<2rx—4< (2 —5)(2y —6) <2z —5+1
& 2r-5)2y—7) <1 (2 pont)

Mivel x € (2,3) és y € (3,4), kovetkezik, hogy 22 — 5 € (—1,1) és 2y — 7 € (—1,1),
tehat & (20 —5)(2y —7) < L.

Mivel ekvivalens atalakitéasokat végeztiink, kovetkezik, hogy az eredeti allitas igaz. (2 pont)

Harmadik megoldds

< L.

2x — b
Mivel y € (3,4), kovetkezik, hogy y — 3 € (0,1), igy elégséges bizonyitani, hogy * 5

l’ —
(2 pont)

2 —

Mivel x > 2, kovetkezik, hogy x — 2 > 0, tehét <l 2r-5H<r—-2%& <3, ami

T —
igaz. Mivel ekvivalens atalakitasokat végeztiink, kovetkezik, hogy az eredeti allitas igaz.
(3 pont)

2. feladat (10 pont). Balint felirt a tablara 3 egymasutan kdvetkezd nullatol kiilonbozs természetes
szamot. Dani észrevette, hogy a harom szam koziil az egyik primszam, egy masik négyzetszam, a
harmadik pedig kobszam (nem feltétlentil ebben sorrendben). Melyik harom szam szerepelhetett a
tablan? Hatarozd meg az Osszes lehetGséget!

Barta-Zdgoni Csongor, Marosvdsdrhely

Megoldds. Hivatalbol (1 pont)

Legyen a harom szam p, k2, n?, ahol p, k,n € N*, p prim.

Ha a négyzetszam a primszam rakovetkezdje, akkor p+1 =k*¢sp=k*—1= (k- 1)(k + 1)
primszam, tehat k = 2. Igy a primszam 3, a négyzetszam 4. Ez a sorozat nem felel meg, mert sem
2 sem 5 nem kdbszam. (2 pont)

Ha a kébszam a primszam rakovetkezSje, akkor p+1=n3ésp=n3—1=(n—1)(n>+n+1)
primszam, tehat n = 2. Igy a primszam 7, a kobszam 8. Ez abban az esetben felel meg, ha a
négyzetszam 9. (2 pont)

Ha a primszam egyiknek sem a megel6zGje, azaz a legnagyobb, akkor két sorrend lehetséges:
k*,n®,p vagy n®, k?, p.

Az els6 esetben p = n® +1 = (n+ 1)(n? — n + 1), ami csak akkor lehet prim, ha n®> —n+1 =1,
azaz n = 1 (mert n > 0). Ekkor p = 2, n = 1 és k = 0 kellene legyen, de k € N*, tehéat ez nem
lehetséges. (2 pont)

2/5



VI. OMMO - megyei szakasz - IX. osztaly

A masodik esetben k? =n®+1 < (k—1)(k+1) = n3. Ekkor ha k — 1 és k + 1 legnagyobb kozds
osztoja d, akkor d | (k+1) — (k—1) = 2, tehat d =1 vagy d = 2.

Ha d =1, akkor kK — 1 és k + 1 is kobszam. Legyen k +1 = a® és k — 1 = b3, tehéat a® — b® = 2.
Mivel a > b+ 1, ezért a®> — b > b +3b> +3b+ 1 —b®> = 3b*> + 3b+ 1 > 7, azaz nem lehet 2.

Ha d = 2, akkor n® paros és ekkor p = n® 4 2 is paros, ami nem lehetséges, mert ekkor p = 2 és

n=0¢N* (2 pont)
Tehat az egyetlen ilyen sorozat a 7,8, 9. (1 pont)
|

3. feladat (10 pont). Jeldlje M az ABCD paralelogramma BC' oldalanak B ponthoz kozelebbi har-

madolopontjat valamint N a DC' oldal tetszéleges pontjat. Az AM és BN egyenesek metszéspontja
PM  3BP

P. Igazold, hogy Vi + BN - 1. wAK
Megoldds. Hivatalbol (1 pont)
A
Legyen % = a, % =ux és % = y. Igazolni kell, hogy = + 3y = 1.
Ekkor AN = AB + %B? (1 pont)
BN =BC +(1-a)CD = BC — (1 —a)AB (1 pont)
PM = 2 AN = zAB + %@ (2 pont)
BP = yB—]>V = yB? —y(l— a)@ (2 pont)
B?—l—m:B—]\i:%B? (1 pont)
lﬁ’%—}ﬁ\?: (x—y—{—ay)f@—l— <§+y>ﬁ
Tehata:—eray:Oés§+y=%@x+3y:1 (2 pont)

Madsodik megoldds
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A P ponton keresztiil parhuzamost huzunk az AB-vel, ami a BC oldalt az E pontban metszi.
Az ABM haromszogben Thalész tételébdl

PM ME BM-BE $BC—-BE BC-3BE

= = = 4 t

AM ~ BM ~ BM IBC BC (4 pont)

A BNC haromszogben Thalész tételébdl

BP BE (3 £)

2 27 n

BN ~ BC po
PM 3BP BC-3BE 3BE BC

Tehat T BN = B0 + BC _BC’_l (2 pont)

4. feladat (10 pont). Egy 4 x 4 -es tdblazat minden mezdjében kezdetben a 0 szam &all. Egy lépésben

a tablazat két oldalszomszédos négyzetében 16vs szdmokat 1-gyel noveljiik. Megkaphatjuk-e ilyen
lépésekkel az alabbi tablazatokat?

a) b) C)
11245 112 4|65 11234
718 1012 718 10|12 516 |78
11|13 |15 |17 11|13 |14 | 17 9 10| 11 | 12
18119 20 | 21 18119 | 20| 21 1314 15|16

* Kk

Megoldds. Hivatalbol (1 pont)

a) Minden lépésben a téablazatban szerepld szamok Osszege pontosan 2-vel ng. Kezdetben ez az
osszeg nulla, igy minden 1épés utédn a tablazatban szereplé szamok Gsszege paros szam lesz.
Mivel az els6 tablazatban szerepls szamok Gsszege 183, ezért az a) tablazatot nem érhetjiik el.

(3 pont)

b) Az el6z6 gondolatmenet itt nem hasznos, mivel a szamok 6sszege 182. Szinezziik ki sakktébla-
szertien a tablazatot:
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1 214

5

7 8 |10

12

11|13 [ 14

17

18 119 | 20

21

Tegyiik fel, hogy megvalésithato a tablazat. Indulasbol minden mezében a 0 szam all, tehat a
sziirke és a fehér mez6kon allo szamok Osszege azonos. Két oldalszomszédos négyzet koziil az
egyik mindig fehér, a masik sziirke, tehat minden lépésnél tgy a fehér mezskon szerepls sza-
mok Osszege, mint a sziirke mezSkon szerepls szamok Gsszege pontosan 1-gyel ng, tehat mindig
egyenlé marad. Ebben a tabldzatban a fehér mezdkon szereplé szémok Osszege 92, a sziirke
mezGk szdmainak 6sszege 90, tehat nem valosithatdo meg a tablazat.

Ez a tablazat megvalosithato, szerkessziik meg.

(3 pont)

Az alabbi lépésekkel a tablazatot 4 darab 2 x 2-es tablazatra osztva elérheté minden saroktab-

lazatban a kovetkezd:

00 2lépes | 1 1

rd

Ezutan minden (1,2) szomszédos par barmilyen egymasutani szamparra alakithato.

a—1 lépés

1|2 >

A fenti lépésekkel kialakithato a c) tablazat.
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a-+1

(1 pont)

(1 pont)

(1 pont)



