g MINISTERUL EDUCATIEI

VI. Orszagos Magyar Matematikaolimpia
XXXIII. EMMV
megyei szakasz, 2024. februar 3.

VIII. osztaly

1 1 1
+ + ...+ és
1 +1\/§ V3 + V4 V2023 + /2024

valés szamok.

1. feladat (10 pont). Adottak az x =

1 1
= + o+
Y BB Vit s V2024 + /2025

a) Igazold, hogy x + y természetes szam!
b) Igazold, hogy |z — 22| — |y — 22| < 45 — v/2024.

Faluvégi Melania, Zilah
Nagy Enikd, Nagyvdrad
Toth Csongor, Szovdta

Megoldds. Hivatalbol (1 pont)

a) Kiszamitjuk az x és y szamok Osszegét, igy

1 1 1 1
= + + +...+ .
1+v2 V24+V3 V3+V4 V2024 + /2025

A nevez§ gyoktelenitése utan azt kapjuk, hogy

_1—¢§+f—\/§+ +\/2024—\/2025
= :

—1 —1

Tty

r+y (2 pont)

Tovabba x +y = 1_‘/§+\/§_‘/§t‘1‘+v 2024-V2025 — 1202 — 44, ami egy természetes szam. (2 pont)

b) Mivel x >y és z +y = 44, ezért x > 22 és y < 22. (2 pont)
Ez alapjan irhatjuk, hogy |[x — 22| — |y —22| =2 —22—(22—y) =2z +y—44 =0. A 0 < 45—+/2024
egyenlétlenség egyenértékii azzal, hogy 452 > 2024, ami igaz, hiszen 2025 > 2024. (3 pont)

[

2. feladat (10 pont). Az ABCD trapézban A=D=90°. A trapéz atloi merdlegesek egymasra és
az O pontban metszik egymast tgy, hogy OA = 16 cm és OC =9 cm. Az AC étlora a C' pontban
huzott merdleges az AB egyenest az E pontban metszi.

a) Szamitsd ki a C'E szakasz hosszat!
b) Mennyivel nagyobb az AECD trapéz teriilete az ABCD trapéz teriileténél?
c¢) lIgazold, hogy AD =+ DC - AB.

Csdszdr Sandor, Csikszereda
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VI. OMMO - megyei szakasz - VIII. osztaly

Megoldds. Hivatalbol (1 pont)

a) Az ADC' derékszogili haromszogben a DC' befogora a befogotételt alkalmazva kapjuk, hogy
DC? = 0C - AC, igy DC = +OC - AC = /925 =15 cm. Az AD befogéra alkalmazva a befogoté-
telt azt kapjuk, hogy AD? = AO - AC, ahonnan AD = +/AO - AC' =+/16-25 =20 cm. (2 pont)

A B E

A DO szakasz magassig az ADC haromszogben, igy a magassag tétele alapjan DO =V AO - OC =
V16-9 =12 cm. (1 pont)
Tovabba a DAB derékszogii haromszogben a DA befogéra a befogd tételét alkalmazzuk, tehat
DA% = DO - DB, ahonnan DB = %‘g =120 cm. (1 pont)
A DBEC négyszogben DC' || BE, valamint DB || CE, mert mindkét szakasz merdleges a C' A egye-
nesre. Ezek alapjan DBFEC négyszog paralelogramma, tehat CE = DB = 1_20 cm. (1 pont)

b) A DBEC négyszog paralelogramma, ezért BE = DC' = 15 cm.
Az AEC D trapéz teriilete az ABC' D trapéz teriileténél a C'B E haromszog teriiletével nagyobb, tehat
Tepp = BEAR = 1520 — 150 cm?. (2 pont)

c) Az ADC és BAD derékszogii haromszogekben DCA = ADO = 90° —ﬁfb, igy a két haromszog
hasonlo, ezért ‘g—lj = %, ahonnan kovetkezik, hogy AD = v DC - AB. (2 pont)

3. feladat (10 pont). Az abran lathato négyzetracsos tablan két jatékos jatszik. A bal als6 négy-
zetben &llo babuval felvaltva 1épnek akarhany négyzetet vagy jobbra vagy felfelé. Az veszit, aki a
babuval az X-szel jelolt jobb felsé négyzetre 1ép. Jelold be a tablan azokat a négyzeteket, ahova 1épve
a kezdd jatékos biztosan nyer! Indokold a valaszod!

Matlap 1/2024, A:}865
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Elsd megoldds. Hivatalbol (1 pont)
Az els6 jatékos lépése kényszerits kell legyen a masik jatékos lépéséhez. (1 pont)
1]x 2|1|x 211x
1 2121 212(1
212 3122
2(2 2(2
212 212

Visszafele gondolkodunk. Aki az X melletti két 1-essel jelolt négyzet egyikére 1ép, mindenképpen

nyer, mivel ellenfele onnan csak a vesztes X-szel jelolt négyzetre 1éphet. (1 pont)
Aki valamelyik 2-essel jelolt négyzetre 1ép, az veszit, mivel ellenfele barmelyik 2-es négyzetrsl egybdl
valamelyik 1-essel jelolt négyzetre 1éphet és az el6bb targyalt moédon nyer. (1 pont)
Nyer az a jatékos, aki a 3-assal jelolt négyzetre 1ép, hiszen ellenfele onnan csak a 2-essel jelolt négy-
zetekre léphet, igy az el6bbiek alapjan veszit a korabbiak alapjan. (2 pont)
2(1(x 2(1[x 211 (x
2121 2121 2121
312]2 312(2 312(2
41212 5(4(2(2 6|6(6(6|5|4]|2]2
41212 4122 6(4(2]2
§ § §

A 3-as négyzetre léphetiink a 4-essel jelolt négyzetekrsl, igy aki a 4-esekre 1ép, az mindenképpen
veszit a fentiek alapjan.

Aki az 5-0s négyzetre 1ép mindenképpen nyer, mivel ellenfele onnan csak a 4-esekkel vagy 2-esekkel
jelolt valamelyik négyzetre léphet és veszit az el6bb targyaltak alapjan. (1 pont)
Aki a 6-ossal jelolt négyzetre 1ép, az veszit, mert ellenfele onnan léphet az 5-6s négyzetre és nyer. Aki
az T-es négyzetre lép mindenképpen nyer, mivel ellenfele onnan csak a 6-os, 4-es vagy 2-es négyzetek

valamelyikére 1éphet, ezért veszit. (1 pont)

2[(1(x 2[(1|x 2[(1(x
2(2(1 221 2(2(1
312]2 312|2 312|2
616/6]6|5(4]|2]2 6/6|/6[6|5[4]|2|2 616/6(6|5(4|2]2
71614122 818(8|7]6[4]2]|2 8|8[8]|7]6[4]2]2

9

i i o

Az a jatékos, aki a 8-as négyzetek valamelyikére 1ép, az veszit, mert ellenfele onnan léphet a 7-es
négyzetre és nyerhet az el6bbiek alapjan. A 9-es négyzetrdl csak 6-ossal vagy 8-assal jelolt négyzetre
lehet 1épni, igy a fentiek alapjan a 9-esre 1éps jatékos nyerhet. A 10-es négyzetekrsl egy lépéssel
elérhets a 9-es négyzet. Igy aki a 10-es négyzetekre 1ép veszit, hiszen ellenfele a 9-es négyzetre lépve
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nyerhet a kordbbiak alapjan. Végiil a 11-es négyzetre 1éps jatékos nyerhet, mivel az ellenfele onnan

csak a 10-es, 8-as vagy 6-os négyzetekre 1éphet, ahonnan veszit. (1 pont)
2(1[x 2|1|x
2(2[1 221
3122 3|2[2
6/6/6|6[5[4]2]2 6/6|6|6|5]|4[2]2
8|8(8|7[6[4]2]|2 818]|8[7|6]4|2]2
10[9 10| 9
10 11[10
#]10 § (10

Osszegezve, ha a kezd6 jatékos csak a péaratlan szamokkal jelzett négyzetekre 1ép, akkor ellenfele
lépéseitdl fiiggetleniil nyer. Valoban, a paratlan szamokkal jelzett négyzetek nyerd pozicidk, mivel
onnan az ellenfél csak (annal kisebb) paros szamokkal jelolt négyzetekre tud lépni, illetve paros
szamokkal jelolt négyzetekrsl a kezdd jatékos mindig tud (annél kisebb) paratlan szammal jelolt

négyzetre lépni. (1 pont)

[ |
Masodik megoldds. Hivatalbol (1 pont)
Tekintsiik a tabla alabbi szinezését. A babu és az X négyzetét fehéren hagyjuk. (4 pont)

Az vehet§ észre minden fehér négyzetrdl (az X-et kivéve) léphetiink valamelyik fekete négyzetre a

megadott modon, (1 pont)
illetve fekete négyzetekrsl csak fehér négyzetekre léphetiink (feketére nem). (1 pont)
gy kezdd jatékos a jaték soran mindig fekete négyzetre tud lépni, mig ellenfele csak fehér négyzetekre
léphet. (2 pont)
A jaték véges sok lépés utan véget ér és a masodik jatékos végiil az x-szel jelolt fehér négyzetre kell
lépjen. (1 pont)

[

4. feladat (10 pont). Az ABCDA'B'C'D’ kocka éle 12 cm.
a) Héany kiilonb6zs egyenls oldalu haromszoget hataroznak meg a kocka éleinek felez6pontjai? In-
dokold valaszodat!

b) Az Ay, E, F és G pontok az AB, DA, DD’ és DC élek felezépontjai. Az A; felez6ponton
athalado, az (FFG) sikkal parhuzamos sik az éleket az Ay, As, As, ..., A, pontokban metszi, ahol
n a kocka azon éleinek a szdma, amelyeket a parhuzamos sik metsz. Szamitsd ki az A;, Ao, ..., A,
pontok altal meghatarozott konvex alakzat teriiletét!

Csaszdr Sandor, Csikszereda
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Megoldds. Hivatalbol (1 pont)
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a) Az A'D’" él M felez6pontjat a tobbi él felez6pontjaival Osszekotd szakaszok hossziisag szerint
4 csoportba sorolhatok. Az A'D’' él M felez6pontjat az AB, BB', DC, CC" élek felez6pontjaival
0sszekots szakaszok egyenls hossziuak. Az A'D’ él M felez6pontjat az AA", A’B’, DD', D'C' élek
felez6pontjaival 6sszekots szakaszok is egyenls hosszuak. Végiil az A'D’ él M felez6pontjat az B'C’
és AD élek felez6pontjaival 6sszekots szakaszok egyenld hosszuak, illetve a BC él felezGpontjaval
Osszekotd szakasz hossza kiilonbozik az el6z6kt6l. Az utobbi két hosszusagu szakaszok esetén nem
all el6 egyenl§ oldaltt haromszog.

Egyrészt az A'D’ oldal felez6pontjat rogzitve két nagyobb egyenls oldalt haromszog szerkeszthetd:
MNP és MN'P'. A legfelss lap felez6pontjaira alkalmazva a szerkesztést Osszesen 8 ilyen harom-

szoget kapunk. (2 pont)
Mésrészt kisebb egyenld oldalt haromszoghdl szintén 8 szerkeszthets. Minden 3 cstcskozeli felezd-
pont meghataroz egyet. (1 pont)
Tehét Osszesen 16 szabalyos haromszog szerkeszthetd. (1 pont)
D' Ay C’
As 4 N
/ L : ;
AT LA
/ 1 \
! Fs. As
/ o
/ N '
Agf :
;'-"-_:;:r:.’-‘g- ------- C
......... A
A Ay B

b) Legyenek Ay, A3, Ay, A5, Ag a BC,CC',C'D', D' A’} A’ A élek felez6pontjai. A haromszog kozép-
vonala parhuzamos a szembeni oldallal, igy a (EFG) sik EF, FG és GE egyenesei parhuzamosak
az AD', D'C és C A egyenesekkel, amelyek szintén parhuzamosak rendre az AsAg, AzAy és AjAs
egyenesekkel. (2 pont)
Tovabba A1 A, || AC || A'C" || AsA4, hasonlo modon A;Aq || D'A || C'B || AsAs és AsA, || CD' ||
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BA'" || AjAg. Mivel barmelyik felez6pontbol kiindulé egyenes ugyanazzal az (AC'D’) sikkal parhuza-

mos, ezért az Ay, Ag, As, ..., Ag pontok ugyanabban a sikban vannak, a kocka kézéppontjatol egyenls
tavolsagra, és egy olyan szabalyos hatszoget képeznek, amelynek oldalhosszuisédga a kocka lapatloja-
nak hosszénak a fele, azaz 6v/2 cm. (2 pont)
Az A1 Ay A3 A4 A5 Ag szabalyos hatszog teriilete T' = %, ahol @ = 61/2 a hatszog oldalanak hossza,
igy T = 108v/3 cm?. (1 pont)

[ |
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